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Quelques approximations du temps local brownien
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Re´sume´
On de´finit plusieurs approximations du processus des temps locaux (Lxt )t>0 au niveau x du mouvement brownien
re´el (Xt). En particulier, on montre que
2
ǫ
R
t
0
X
+
(u+ǫ)∧t
1I{Xu60}du+
2
ǫ
R
t
0
X
−
(u+ǫ)∧t
1I{Xu>0}du et
4
ǫ
R
t
0
X
−
u 1I{X(u+ǫ)∧t>0}du
convergent au sens ucp vers L0t , lorsque ǫ→ 0. D’autre part, on montre que
1
ǫ
R
t
0
(1I{x<Xs+ǫ} − 1I{x<Xs})(Xs+ǫ −
Xs)ds converge vers L
x
t dans L
2(Ω) et que la vitesse de convergence est d’ordre ǫα, pour tout α < 1
4
.
Abstract
Some Brownian local time approximations
We give some approximations of the local time process (Lxt )t>0 at level x of the real Brownian motion (Xt). We
prove that 2
ǫ
R
t
0
X
+
(u+ǫ)∧t1I{Xu60}du+
2
ǫ
R
t
0
X
−
(u+ǫ)∧t1I{Xu>0}du and
4
ǫ
R
t
0
X
−
u 1I{X(u+ǫ)∧t>0}du converge in the ucp
sense to L0t , as ǫ→ 0. We show that
1
ǫ
R
t
0
(1I{x<Xs+ǫ}− 1I{x<Xs})(Xs+ǫ−Xs)ds goes to L
x
t in L
2(Ω) as ǫ→ 0, and
that the rate of convergence is of order ǫα, for any α < 1
4
.
Mots-cle´s: temps local, inte´gration stochastique par re´gularisation, variation quadratique, vitesse de convergence.
classification AMS: 60G44, 60H05, 60H99, 60J55, 60J65.
Dans cette Note, le processus X est continu, et la convergence en probabilite´, uniforme´ment sur les
compacts, sera note´e ucp (voir Section II.4 de [3]).
1. De´finition du premier sche´ma d’approximation
1.1. Il existe de´ja` de nombreuses approximations du temps local de larges classes de processus (voir [1],
[2], [4]). L’objectif de cette Note est de pre´senter de nouveaux sche´mas d’approximation du temps local
du mouvement brownien standard re´el et de certaines martingales browniennes. On se place dans le cadre
de l’inte´gration par re´gularisation de´finie par Russo et Vallois ( [5], [7], [8]). On rappelle (c.f. [7]) que la
Email addresses: berardb@iecn.u-nancy.fr (Blandine Be´rard Bergery), Pierre.Vallois@iecn.u-nancy.fr (Pierre
Vallois).
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covariation [X,Y ] est la limite au sens ucp de 1
ǫ
∫ t
0
(Ys+ǫ − Ys) (Xs+ǫ −Xs) ds, si cette limite existe. On
de´finit
Jǫ(t, y) =
1
ǫ
∫ t
0
(
1I{y<Xs+ǫ} − 1I{y<Xs}
)
(Xs+ǫ −Xs) ds, y ∈ R, t > 0. (1)
1.2. Il est facile de montrer que si f ∈ C0(R) et X admet une variation quadratique [X,X ], alors
lim
ǫ→0
(ucp)
∫
R
f(y)Jǫ(t, y)dy =
∫ t
0
f(Xs)d[X,X ]s, f ∈ C0(R). (2)
Lorsque X est une semi-martingale, [X,X ] est e´gal a` la variation quadratique usuelle et X a un processus
des temps locaux (Lat )a∈R,t>0. La formule de densite´ d’occupation permet d’e´crire (2) sous la forme :
lim
ǫ→0
(ucp)
∫
R
f(y)Jǫ(t, y)dy =
∫
R
f(y)Lyt dy, f ∈ C0(R).
Ce qui sugge`re de montrer la convergence de Jǫ(t, y) vers L
y
t , quand ǫ tend vers 0. Compte tenu de (1),
cette question est e´quivalente a` [1I{y<X.}, X.]t = L
y
t .
Pour simplifier les notations, on prend y = 0 et on note simplement Jǫ(t) = Jǫ(t, 0).
2. Convergence de Jǫ(t)
On peut de´composer d’une manie`re naturelle Jǫ(t) en une somme de deux termes :
Jǫ(t) = − 1
ǫ
∫ t
0
1I{0<Xs} (Xs+ǫ −Xs) ds︸ ︷︷ ︸
I1
ǫ
(t)
+
1
ǫ
∫ t
0
1I{0<Xs+ǫ} (Xs+ǫ −Xs) ds︸ ︷︷ ︸
I2
ǫ
(t)
. (3)
The´ore`me 2.1 On suppose que X est un mouvement brownien standard re´el. Alors :
(i) limǫ→0 (ucp) Jǫ(t) = [1I{0<Xs}, Xs]t = L
0
t .
(ii) limǫ→0 (ucp) I1ǫ (t) =
∫ t
0 1I{0<Xs}dXs.
(iii) limǫ→0 (ucp) I2ǫ (t) = X
+
t +
1
2L
0
t .
Preuve du The´ore`me 2.1. Puisque f : x → 1I{0<x} ∈ L2loc et x → x+ est une primitive de f , le
The´ore`me 4.1 de [6] s’applique : [f(X), X ]t existe, vaut 2
(
X+t −X+0 −
∫ t
0 1I{0<Xs}dXs
)
et la formule de
Tanaka donne alors le point (i). Toujours par [6], on a
lim
ǫ→0
(ucp)
1
ǫ
∫ t
0
Ys (Xs+ǫ −Xs) ds =
∫ t
0
YsdXs, (4)
avec Ys = f(Xs) , ce qui donne le point (ii). Le point (iii) se de´duit des deux pre´ce´dents via la formule
de Tanaka. ✷
Remarque : Plus ge´ne´ralement, si (Xt)t>0 est une semi-martingale et (Yt) un processus adapte´ tel que
t→ Yt admet des limites a` gauche, alors (4) a lieu (c.f. [8], Proposition 3.31). Signalons un re´sultat qui ne
concerne pas directement l’approximation du temps local mais qui est tre`s lie´ a` notre e´tude : si (Yt) est un
processus adapte´ et localement ho¨lde´rien, alors la convergence (4) a lieu presque suˆrement, uniforme´ment
pour t ∈ [0, T ].
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3. Autres sche´mas d’approximation
D’apre`s la de´composition (3) et le The´ore`me 2.1, Jǫ(t) se de´compose en deux termes ayant chacun une
limite. Mais ces deux limites ne s’expriment pas uniquement en fonction du temps local. On cherche donc
une autre de´composition de Jǫ(t) en des termes qui convergent chacun vers une fraction du temps local.
En e´crivant 1I{X(u+ǫ)∧t>0} − 1I{Xu>0} = 1I{X(u+ǫ)∧t>0,Xu60} − 1I{X(u+ǫ)∧t60,Xu>0}, on obtient facilement :
Jǫ(t) = I
3
ǫ (t) + I
4
ǫ (t) + I
5
ǫ (t) +Rǫ(t), (5)
avec I3ǫ (t) =
1
ǫ
∫ t
0
X+(u+ǫ)∧t1I{Xu60}du +
1
ǫ
∫ t
0
X−(u+ǫ)∧t1I{Xu>0}du, (6)
I4ǫ (t) =
1
ǫ
∫ t
0
X−u 1I{X(u+ǫ)∧t>0}du, I
5
ǫ (t) =
1
ǫ
∫ t
0
X+u 1I{X(u+ǫ)∧t60}du, (7)
et Rǫ(t) un terme qui converge presque suˆrement vers 0, uniforme´ment sur les compacts.
The´ore`me 3.1 Si X est le mouvement Brownien standard, alors
(i) limǫ→0 (ucp) I3ǫ (t) =
1
2L
0
t .
(ii) limǫ→0 (ucp) I4ǫ (t) = limǫ→0 (ucp) I
5
ǫ (t) =
1
4L
0
t .
Remarque :
1) Ce re´sultat est encore vrai lorsque Xt =
∫ t
0 σ(s)dBs ou` B est un mouvement brownien standard et
σ une fonction de´finie sur R+, ho¨lderienne d’ordre γ > 14 et telle que |σ(s)| > a > 0 .
2) Nous n’avons pas obtenu se´pare´ment la convergence de chacun des termes de I3ǫ (t).
Preuve du The´ore`me 3.1. a) D’apre`s la formule de Tanaka,
X+(u+ǫ)∧t = X
+
u +
∫ (u+ǫ)∧t
u
1I{Xs>0}dXs +
1
2
(L0(u+ǫ)∧t − L0u).
On a une formule similaire pour X−(u+ǫ)∧t. Il est aise´ d’en de´duire que I
3
ǫ (t) est e´gal a`
1
ǫ
∫ t
0
(∫ (u+ǫ)∧t
u
(
1I{Xs>0,Xu60} − 1I{Xs60,Xu>0}
)
dXs
)
du+
1
2ǫ
∫ t
0
(L0(u+ǫ)∧t − L0u)du. (8)
On e´crit L0(u+ǫ)∧t−L0u =
∫ (u+ǫ)∧t
u
dL0s. Une application du the´ore`me de Fubini permet montrer la conver-
gence du second terme de (8) vers 12L
0
t . On utilise le the´ore`me de Fubini stochastique (c.f. Section IV.5
de [4]) pour transformer le premier terme de (8) en une inte´grale stochastique. L’ine´galite´ de Doob donne
alors la convergence de ce terme vers 0 dans L2(Ω).
b) Il est e´quivalent d’e´tudier la convergence de I4ǫ (t) ou de I
5
ǫ (t). On e´crit I
5
ǫ (t) comme la somme d’un
terme qui converge presque suˆrement vers 0, uniforme´ment sur les compacts, et de :
1
ǫ
∫ (t−ǫ)+
0
X+u
[
1I{Xu+ǫ60} − Φ
(
−Xu√
ǫ
)]
du +
1
ǫ
∫ t
0
X+u Φ
(
−Xu√
ǫ
)
du, (9)
ou` Φ est la fonction de re´partition de la gaussienne centre´e re´duite. Par la formule de densite´ d’occupation :
1
ǫ
∫ t
0
X+u Φ
(
−Xu√
ǫ
)
du =
1
ǫ
∫
R
x+Φ
(
− x√
ǫ
)
Lxt dx =
∫ ∞
0
yΦ(−y)Ly
√
ǫ
t dy.
On en de´duit facilement la convergence p.s. de ce terme vers 14L
0
t , uniforme´ment sur les compacts. Pour
le premier terme de (9), on e´crit le terme entre crochet comme une inte´grale stochastique, puis on utilise
3
le the´ore`me de Fubini pour se ramener une martingale. Une utilisation de l’ine´galite´ de Doob permet
d’obtenir la convergence vers 0 dans L2(Ω), uniforme´ment sur les compacts. ✷
4. Vitesse de convergence de Jǫ(t) dans L
2(Ω)
The´ore`me 4.1 Soit (Xt) le mouvement brownien standard. Pour tout T > 0, δ ∈]0, 14 [, il existe une
constante Kδ telle que :
∀ǫ ∈]0, 1],
∥∥∥∥∥ supt∈[0,T ]
∣∣Jǫ(t)− L0t ∣∣
∥∥∥∥∥
L2(Ω)
6 Kδǫ
δ. (10)
On a un re´sultat similaire pour la vitesse de convergence de Iiǫ(t) vers sa limite, i = 1, . . . , 5.
Preuve du The´ore`me 4.1. On utilise des e´le´ments des preuves pre´ce´dentes :
Jǫ(t)− L0t = −
(
I1ǫ (t)−
∫ t
0
1I{0<Xs}dXs
)
+
(
I4ǫ (t)−
1
4
L0t (X)
)
+
(
I5ǫ (t)−
1
4
L0t (X)
)
+Rǫ(t) (11)
On de´compose chaque terme sous la forme
∫ t
0 h(s, ǫ)dXs+
∫ t
0 k(s, ǫ)ds. En utilisant la proprie´te´ de Ho¨lder
du mouvement Brownien et de son temps local, on majore p.s. supt∈[0,T ] |
∫ t
0 k(s, ǫ)ds| par Cǫδ. Graˆce a`
l’ine´galite´ de Doob, on majore E((supt∈[0,T ]
∫ t
0 h(s, ǫ)dXs)
2) par 4
∫ T
0 E(h
2(s, ǫ))ds. Il est possible, apre`s
des calculs longs et fastidieux, de montrer que ce terme est lui-meˆme majore´ par C
√
ǫ. ✷
Remarque :Malheureusement, (10) ne permet pas de montrer la convergence p.s. Il est toutefois possible,
en modifiant la preuve du The´ore`me 4.1 et en utilisant le lemme de Borel-Cantelli, de montrer que
supt∈[0,T ]
∣∣Jǫn(t)− L0t ∣∣ converge presque suˆrement vers 0, lorsque n→∞, ou` (ǫn)n∈N est une suite re´elle
positive de´croissante tendant vers 0 et telle que
∑∞
i=1
√
ǫi <∞.
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Dear Editor,
First we would like to gratefully acknowledge the referee for his (her) suggestions.
According to referee’s remark, we have changed the abstract as follows :
Some Brownian local time approximations
We give some approximations of the local time process (Lxt )t>0 at level x of the real Brownian motion
(Xt). We prove that
2
ǫ
∫ t
0
X+(u+ǫ)∧t1I{Xu60}du+
2
ǫ
∫ t
0
X−(u+ǫ)∧t1I{Xu>0}du and
4
ǫ
∫ t
0
X−u 1I{X(u+ǫ)∧t>0}du
converge in the ucp sense to L0t , as ǫ → 0. We show that 1ǫ
∫ t
0 (1I{x<Xs+ǫ} − 1I{x<Xs})(Xs+ǫ −Xs)ds
goes to Lxt in L
2(Ω) as ǫ→ 0, and that the rate of convergence is of order ǫα, for any α < 14 .
The title of Section 2. has been changed.
The mistakes on the world ”ho¨lderien” has been corrected
The bibliography has been homogenized to follow the alphabetic order.
Yours sincerely.
Nancy on 20th April 2007,
B. Be´rard-Bergery, P. Vallois.
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